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The mathematical science of temperament is studied in order to perform beautiful choral 
music with harmonic overtones.  Focusing on differences between just intonation and equal 
temperament, notes in a choir practice are highlighted.  In addition, the use of temperament in 
















表される波（正弦波、sinusoidal wave）を、さらに図 1 に
その形を示します。
f ()= A sint    ………1) 

















Figure 1.  A sinusoidal wave. 








律が、モロッコには 26 音のもの、チュニジアには 29 音の
音律があるそうです 5,7)。また、最近では 16 音や 17 音で
構成された音律についても提案されています 8)。その中で、
ピアノの鍵盤が 1オクターブ（octave）で 12個あるように、
西洋音楽は 12 種類の音で構成されています。 
西洋音楽の中でも、平均律（equal temperament）、中全音
律（meantone temperament）、純正律（just intonation, pure 
intonation ）、 ピ タ ゴ ラ ス 音 律 （ Pythagorean tuning, 





Figure 2.  Harmonics of a musical tone. 9) 
2.3 純正律の数学 2,5,9-16) 
純正律は、基音である C（Do）の周波数を１としたとき、
表１の第 3 列に「純正律の周波数比 X」として表した整数
比によって決まる音律です。具体的には、D（Re）は C に
対して 9/8 倍、E（Mi）は 5/4 倍、F（Fa）は 4/3 倍、G（Sol）
は 3/2 倍、A（La）は 5/3 倍、H（Si）は 15/8 倍、オクター









音に一致します。図 2 に様々な倍音を示しました。図 2(a)
を基音とすると、(b)が第 2 倍音、(c)が第 3 倍音、(d)が第 4
倍音、(e)が第 5 倍音、(f)が第 6 倍音、(g)が第 7 倍音、、、、、、
と続きます。周波数が倍の音程をオクターブと呼びます。
(a)基音に対して(b)第 2 倍音は周波数が 2 倍なので、1 オク
ターブ高いわけです。(b)第 2 倍音に対して(d)第 4 倍音は
周波数が 2倍あるので、さらに 1オクターブ高くなります。 
簡単の為に(a)を C（ハ、もしくは Do）の音として、図
2(a)から(g)までの音名を右端に記しました。つまり、(a)が
C なら、(b)第 2 倍音は 1 オクターブ高い C、(d) 第 4 倍音
は 2 オクターブ高い C になります。 
それでは(c)第 3 倍音はというと、基音に対して 1 オクタ
ーブと完全 5 度高い所にある G（ト、もしくは Sol）にな
り、直下の C の 3/2 の周波数（2/3 の波長）になります。
合唱の際に、第 2 倍音や第 3 倍音が聞こえた経験をお持ち
の人も多いと思います。
さらに(e)の第 5 倍音は E（ホ、もしくは Mi）で、直下
の C の 5/4 の周波数（4/5 の波長）になります。さらに(g)
第 7 倍音は直下の C の 7/4 の周波数（4/7 の波長）で B（B
はドイツ語表記、英米では B flat（B♭）、日本語は変ロ、
イタリア語では Si bemolle）になります。これらの倍音を
五線譜上にも示しました（図 2(h)）。但し、第 7 倍音は純
正律の B♭と正確には一致しません。倍音と純正律との違
いについては「6. 補遺」で後ほど触れます。
表 1 は C dur （ハ長調）の音階を構成する「C, D, E, F, G, 
A, H, C; Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si, Do」について、純正律の
音の関係をまとめたものです。左端の第 1 列には音名、第
2 列には初めて出てくる m 倍音、第 3 列には基音である 1
行目のCの周波数を 1ときの周波数比X（つまり音の高さ）
を、分数と小数と 2n’、で表しました。さらに、第 4 列は
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を表 1 で確認してみましょう。表 1 では純正律と平均律と
の差の計算を簡単にするため、分数だけでなく小数でも表
してあります。3 列目「純正律の周波数比 X」を見ると、
C (Do) = 1/1 = 1、D (Re) = 9/8 =1.125、E (Mi) = 5/4 =1.25、F 
(Fa) = 4/3 =1.333...、G (Sol) =3/2 = 1.5、  A (La) = 5/3 
=1.666...、H (Si) = 15/8 =1.875 、C = 2/1 = 2、になっていま
すね。









た。平均律では「指数と対数」、つまり ab = C や loga C= b
を使います。ここで b のことを「指数」もしくは「a を底
としたときの C の対数」と言います。つまり指数と対数は
同じことを表しています。たとえば、10 × 10 ＝ 100 の
関係を指数関数で表すと、
102 ＝ 100 …..2) 
となります。同じ関係を対数関数で表示すると、




loga R= (logb R) / (logb a) …..4) 





数えてみましょう。(a)の基音は節の数は 1 個、(b)の第 2
倍音は節の数は 2 個、(d)の 2 オクターブうえの第 4 倍音は
節の数は 4 個すなわち 2 の 2 乗（4 = 22）個、さらに 3 オ
クターブうえの第 8 倍音は節の数 8 個すなわち 2 の 3 乗（8
= 23）個となります。n オクターブうえになると節の数が




から 18)、Napier や Bürgi が対数を発見した 16 世紀後半か
ら 17 世紀よりかなり前です 19)。へー、ちょっと驚きです。
もっとも、音楽は数学の一分野だったので驚くにはあたら
ないかもしれません。
上述のように純正律では「C, D, E, F, G, A, H, C; Do, Re, 
Mi, Fa, Sol, La, Si, Do」を分数で表していました。しかし、
基音が異なると倍音がずれてしまう欠点がありました。そ
れを克服したのがこの平均律です。平均律ではオクターブ
が 2n で表されることを利用しています。基音の C の周波
数を 1（1 = 20）とすると、1 オクターブうえの C の周波数
は 2 = 21すなわち 2 の 1 乗です。西洋音楽では 1 オクター
ブの中に 12 種類の音がありますから、それぞれを「2(m/12)  
［2 の（m/12）乗］」で均等割りして表すと、12 音で構成
される 1 オクターブうえの音でちょうど 2 = 2(12/12) = 21に
なります。つまり C = 20 = 2(0/12) = 1、C# = 2(1/12) 、D = 2(2/12)、
D# = 2(3/12)、 E= 2(4/12)、F = 2(5/12)、F# = 2(6/12) 、G = 2(7/12)、G# 





「平均律の音の高さ Y」）。Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, Si, Do は
各々、C (Do) = 20 = 2(0/12) = 1、D (Re) = 2(2/12) = 1.12246、E (Mi) 
= 2(4/12) = 1.25992、F (Fa) = 2(5/12) = 1.33484、G (Sol) = 2(7/12) = 
1.49831、A (La) = 2(9/12) = 1.68179、H (Si) = 2(11/12) = 1.88775、








（周波数比 Y）を純正律の周波数比 X の横（第 4 列）に記
しました。さらに第 5 列には純正律 X と平均律 Y との差
を示します。「C, D, E, F, G, A, H, C; Do, Re, Mi, Fa, Sol, La, 






具体的に表 1 を見ていきましょう。C の音はオクターブ









変わっても純正律X と平均律Yに差はありません(X – Y = 
0)。しかし、純正律の E の音（5/4=1.25）は、平均律（2(4/12) 
= 1.25992…）に比べて、純正律－平均律 = -0.00992 だけず
れています。だから階名読み（移動ド）のドミソの長和音
のミはピアノより少し低く歌うときれいなハーモニーに





表 2 に短 3 度、長 3 度、完全 4 度、完全 5 度、短 6 度、
長 6 度の純正律と平均律で表した周波数比と両者の差（純
正律 X - 平均律 Y）をまとめました。完全 4 度、完全 5 度
の場合、それぞれ-0.00151 と+0.00169 と差はあるものの
1000 分の 1 程度と小さいことが分かります。一方、短 3
度と長 3 度の場合は文字通り桁が違います。短 3 度におけ






3.3 セント（cent）単位と微分音を用いた評価 9) 
音程を表す対数単位をセント(cent)と言い、2 つの音の周
波数の比を表します。平均律の半音の間隔を 100 セントと
定義されます。1 オクターブは 12 半音ありますから、そ
の周波数比は 1200 セントです。したがって、1 セントの
周波数比は 5)式で表されます。 
1 cent = 2(1/1200)    ………5) 
また、2 つの音の周波数がそれぞれ a、b ならば、その周
波数比であるセント値 n は 6)式で表されます。 
n = 1200 × log2(b/a)   ………6) 
表 1 と表 2 には平均律を基準とした純正律のセント値も
右端に示しました。 
先ほど、純正律と平均律の間の周波数比が、短 3 度では
+0.0108、長 3 度では-0.00992 と、100 分の 1 程度の差があ
ると述べました。これらについてセント値を用いて微分音
（半音より狭くて全音の何分の一かの音程）を求めてみま
しょう。表 2 の右端を見てみると、短 3 度の差+0.0108 は
+15.641 セント、長 3 度の差-0.00992 は-13.686 セントであ
ることが分かります。全音が 200 セントですから、短 3 度
に相当する短三和音の第 3 音は平均律より「(+15.641 セン
ト) ÷ (200 セント) 」=「全音の十三分の一くらい高く」、








4.  純正律を用いた演奏に関する考察 20) 
高く歌えとか低く歌えとか言っても、それでは具体的に
どのように演奏したらよいのでしょうか？ ここでは以下
の 2 曲を例にとり楽譜を見ながら考察していきましょう。 
 
4.1 Mendelssohn（メンデルスゾーン）の Lobgesang か
ら 
交響曲第 2 番（讃歌 Lobgesang）は、グーテンベルク印
刷技術完成の 400 周年を祝って作曲された独唱と合唱を
伴う交響曲です。ここでは第 8 曲 Chorale の冒頭部分を取
り上げます。2.4 で純正律に調律されたピアノでは転調が
できないと述べましたが、ここは転調の連続になっていま
す。無伴奏 （アカペラ: a cappella）なので平均律の音楽か
ら解放されており、アナログで音の高低が調整できる合唱
音楽ならではの純正律の音楽が楽しめます。対象となる楽
譜を図 4 に 21)、歌詞を以下に示します 22)。 
 
“Nun danket alle Gott 
Mit Herzen, Mund und Händen, 
Der sich in aller Not 
Will gnädig zu uns wenden, 
Der so viel Gutes tut; 
Von Kindesbeinen an 
Uns hielt in seiner Hut, 


























































Figure 4.  A part of the vocal score of “Lobgesang” 
composed by Jakob Ludwig Felix Mendelssohn Bartholdy.21) 
[“Edition Peters Nr. 1750, 8627, LOBGESANG, Eine 
Symphonie-Karte (Symphonie Nr. 2) opus 52 von Felix 
Mendelssohn Bartholdy, p. 81 (from Takt 1 to Takt 15) of the 











第 3 音なのか、第 5 音なのか？ そして次の和音展開にお






すいように、根音の音符を黒、第 3 音を赤、第 5 音を緑、
その他を青など、色分けして書くと良いかもしれません。 
一方、複雑な和音も随所に見られます。例えば、4 小節
の 1 拍目、5 小節の 1 拍目、5 小節の 4 拍目、8 小節の 1
拍裏、9 小節の 3 拍表裏、11 小節の 3 拍表裏、同小節 4 拍
表裏、13 小節の 2 拍表裏、などは単純な長和音や短和音
ではありません。具体的に見ていきましょう。4 小節の 1
拍目は DCGA の複雑な和音、 5 小節の 1 拍目は d7でもあ
り F6 でもあります。つまり階名で「ドミソラ」すなわち
「短三和音＋ソ（7）」=「長三和音＋ラ（6）」となってい
ます［以下（d7/F6）の様に記します］。5 小節の 4 拍目も同
様の「ドミソラ」で（a7/C6）、8 小節の 1 拍裏も（a7/C6）





















4.2 Dvořák（ドヴォルザーク）の Stabat Mater から 
最後に、Antonín Leopold Dvořák の Stabat Mater （邦訳
「悲しみの聖母」） の終曲「第 10 曲 肉体は死して朽ち果





対象となる楽譜を図 5 に 23)、歌詞を以下に示します 24)。 
 
“Quando corpus morietur, 
fac, ut animae donetur 








Figure 5.  A part of the vocal score of “Stabat Mater” 
composed by Antonín Leopold Dvořák.23) [Edition Peter Nr. 
8639, 31601, (GYC00075011), STABAT MATER opus 58 von 
Antonín Leopold Dvořák, pp. 168-169 (from Takt 153 to Takt 
178) of the vocal score”. Copyright C. F. Peters Corporation.
Reproduced with permission.]











まず 155 小節から 160 小節までの和音進行を確認すると、
155 小節が D dur（ニ長調）、156・157 小節が h moll（ロ短
調）、158 小節が G dur（ト長調）、159 小節が C dur（ハ長
調）、160 小節が e moll（ホ短調）、そして 161 小節で再び
D dur となります。 
注目すべきは和音の根音と第 3 音です。155 小節では D 
dur が、続く 156・157 小節では h moll が支配している平行
調の関係にあります。平均律では、D dur の根音 D と h moll
の第 3 音 D は、機械的に同じ高さの音であるので特に音の
ピッチに留意することはありません。しかし純正律の場合、
h moll の第 3 音 D は平均律より周波数比の差で約 100 分の
1（全音の十三分の一程度）高くなります。その場合、ど
のように演奏すればよいのでしょうか？
松村先生のご指導は「155 小節から 156 小節にかけて、
ソプラノの歌う『h moll の第 3 音 D』の音を『その前の D
dur の根音 D』より（約 100 分の 1）高くせよ」、そして「続
く G dur の 158 小節から C dur の 159 小節へかけて、ソプ
ラノの D から E への移動は高いままとし、159 小節では C




































表 1 における「第 9 倍音と D(Re)の純正律」、「第 5 倍音
と E(Mi)の純正律」、「第 3 倍音と G(Sol)の純正律」、「第 15
倍音と H(Si)の純正律」は周波数が一致します。 
一方、表 1 の 2 列目「初めて現れる m 倍音」に*を付け
た「第 11 倍音と純正律の F#(Fa diesis)」、「第 13 倍音と純
正律の A(La)」、「第 7 倍音と純正律の B♭(Si bemolle)」は周
波数が一致しません。
参考の為、これら 3 つの音の「純正律の周波数比 X」、「倍
合唱音楽における音律の数理科学
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音の周波数比 Z」、「純正律 X と平均律 Y との差（X-Y）」、
ならびに「倍音 Z と平均律 Y との差（Z-Y）」を、表 1 に
加えたものを付表 1(Supplement table 1)として示します。加
えられた項目は斜字で示しました。詳しく見てみましょう。
第 11 倍音は基音との周波数比が 11/8 であり、F#の純正律
の周波数比 25/18 と違うことが分かります。同様に第 13
倍音の周波数比は 13/8 で、純正律の A の値 5/3 と違いま




う。第 11 倍音は F#の平均律から-48.682 セント、第 13 倍
音は A の平均律から-59.472 セント、第 7 倍音は B♭の平均




















Lobgesang（図 4）と Stabat Mater（図 5）の転載を許可
していただいたPeters CorporationのGene Caprioglio様に深
く感謝します。K. H. would like to thank Mr. Gene Caprioglio 
(Vice-President for New Music & Rights, Peters US) for 
permission of reproduction of vocal scores of “Lobgesang (Fig. 
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